Equations différentielles linéaires

TD — Equations différentielles lineaires

O Rappels de cours

0.1 Différents types d’équations différentielles

- Du premier ordre homogéene - Dusecond ordre homogene
a(x)y’+b(x)y =0 a()y" +b(x)y" +c(x)y =0
- Du premier ordre non-homogeéne - Dusecond ordre non-homogene
a(x)y'+b(x)y = c(x) a()y" +b(x)y" + c(x)y = d(x)

0.2 Equations différentielles a variable séparées
Considérons I'équation différentielle :

y'f () =g0)
Soit F et G deux primitives de f et g
On aalors :

Fy)=G(x)+¢C

0.3 Equation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene a coefficients constants
ay"+by' +cy=0
Equation caractéristique du type :
ar’+bi+c=0 (D)
SiA>0:y=CeM*+ Cye??* avec A, et A, racinesde (D) et C;,C, € R
SIA<0:y=(C,+ Cyx)e?*
SiAd=0: 04 =a+ifetd, =a-ifety=e%Cycosfx+ C,sinpx)

0.4 Equation différentielle linéaire d’ordre 2 non-homogéne a coefficients constants
ay" + by + cy =d(x) (E)
L’équation homogéene associée est :
ay" +by' +cy=0 (H)

Solution générale de (E) = Solution générale de (H) + Solution particuliére de (E)

1 Equations linéaires homogénes du 1% ordre

y+4y =0

11 (a) { o) 2

On écrit

~ 0~

= —4-y
=—4 (siy+0)

Qs

On est a variables séparées

= Inly| = —4x + C, CEeER
Sy=2%1"%, 1=a’

Sig(0) =2, e °=21=2
La solution est :
y(x) =2e %, x €R
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xy'+(1+x)y=0
12 (b) {
y1) =1

y_=_1+x=_1_1
y X X

Inly| =In|x| -x+C

lni—x A

y = Je~Inx—x — o T« =—e¢* A=+

Onay(l)=1, lel=1o1=c¢

La solution est :

Rq :sion avait y(—1) = 1 comme donnée initiale,

A=e?
et
y(x) =—e™ 7%, x €]-o,0[
(1+x%)y —xy=0
13 (0) {
y(0)=1

y__x _L1, 2%

y 1+4+x2 2 T1 2
Soit

In|y]| =%ln(1+x2) +C
=In(V1+x2)+C
y=AW1+x2 A1=+e¢

avecy(0) =1,onadl=1

La solution est

y(x) =1+ x?
a(x)y'+b(x)y=0
Lo @) [(O b0
y(xo) = ¥o
Ona
y _ b
y a(x)
Soit
[ b(x)
x
Inly| = — | ==
n|y| 200 dt+C
Xo
x b(x)
y = A e_ "Omdt
avec y(xo) = yo, 0na 1e® = y, soit A = y,
La solution est :
_IXM
y(x) =yoe oalx)
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2 Equations linéaires non-homogeénes du 1°" ordre

xy'+y=x (E)
2.1 (a) { ¥(2) =0 ()

L’équation homogene associée a (E) est

On aura

1
Inly| = —In|x| + C = lnm+ C

Y=y
La solution générale de (H) est
A
Yy = _;' X E]0,+00[
On cherche une solution de (E) de la forme

A(x)
YE=—"—

On choisit A = %xz
Une solution particuliere de (E) est
+ Ax
Y=YaTYE = 2
avecy(2) =0, on a%+ 1=0,s0itd=-2.

La solution de (S) est donc

()= —24%, xe]o,+ol
=——+4- 0o
y x x 2’ x )
! — —X
+y=xe E
22 (b) {y y E) (5
y(0) =1
y' +y=0 (H)
Y _ .
y
Inly|=-x+C
y=2e *
La solution générale de (H) est
yy =le ™
On cherche une solution de (E) de la forme
yg = Ax)e™
Ye +yg = xe””
ANe™* —de ™ + e ™® =xe™™*
A =x
On choisit A = %xz
Une solution particuliere de (E) est
1
Vg Exe"‘
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La solution générale de (E) est

1
Y=Yu+Ye= (/1+5x2>e"
avecy(0) =1,onad=1
La solution de (S) est :

y(x) = (1 + 1x2> e

2
2
-2y =— E
2.3 (C):{y y 1+e—2x ( ) (S)
y(0) =2
y'—2y=0 (H)
Y _,
y
Inlyl|=2x+C

La solution générale de (H) est

yu = Ae**
On cherche une solution de (E) de la forme
yg = A(x)e**
2
I _ 2 -
VE YE 1+2€_2x
Ne?* £ 2)e?* — 2% = — ——
e« + 21e e 1 +e;2x
—2X
e
1+e2x

On choisit 1 = In(1 + e~%%)
Une solution particuliere de (E) est
yg = In(1 + e 2%) e?*

La solution générale de (E) est

y=vyg+vyg = A +1In(1l+ e %))e?*
avecy(0) =2,onadl=2—-1In2
La solution de (S) est :

y(x) = (2—=1In2 +1In(1 + e"%¥))e?*

xy' —2y =x* (E)

2.4 (d) { (S)

y(1) =1
xy' =2y =0
Yy _2
y x

Inly|=2Inx+C
y = Ax?, 1= +e¢

La solution générale de (H) est

yy = Ax?
On cherche une solution de (E) de la forme
yg = A(x)x?
xyg — 2yg = x*
x(A'x?% + 2Ax) — 2Ax?% = x*
A =x

On choisit 1 = %xz
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Une solution particuliere de (E) est

La solution générale de (E) est

1
Y =y +yp=Axt ot
avecy(l) =1,onald= %
La solution de (S) est :
(1) = 52 + 5 x*
yx) =Zx"+ox
3 Equations différentielles a variables séparées
2x+yy' =0
31 (@ |
y(1) =1
= 2yy' = —4x
(v?) = —4x
y?2=-2x*+¢C
Avecy(l)=1,onal=-24+CoC=3
Donc
3 3
y =+3—2x? VxEl—\[;,\/%
4 —x?)yy' =201 2
32 (b) {( x?)yy' =2 +y*)
y(1) =0

On peut réécrire sous la forme
yy' 2 2yy' 4
= —3 =
1+y%2 4—-x?2 1+4+y? 4-—x?

On cherche une solution simple de la forme

1 a b a+x)+b@2—-x) (a—b)x+2a+2b
4—x2=2—x+2+x= 2-2x2+x) - 4 — x2
Soit
a—b=0 1
{2a+2b=1@a=b=_
et
2yy’ 1 1
1+y2=2—x+2+x
=>Inl1+y?l=-In|2—x|+In]2+x|+C
2+x
=In 2—x‘=c
:1+y2=/1‘2+x, A= +eC
2—x -
2+x
Sy=4% A‘Z—x‘_l

Avecy(l)=Oonaura0=3/1—1<:>)l=§

Donc
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r— 1°B
33 (¢) {y 1—2x
y(0) =0

v 1
1-y  1-2x

=

1
= In|1 — y]| =Eln|1—2x|+C
=InJ[1=2x|+C, 2=+¢€
Avecy(0) =0 1=1

Donc

1
y=1—-v1-2x VxE]—OO,E[

1+ y)y' =4x3

3.4 (d){ o) — o

1
=>y=5y2=x4+C
avecy(0) = 0onaC =0, soit

y2+2y—2x*=0

On aura
A=4+8x*>0
Ainsi
-2+ 2V1 + 2x*
y = 5 =-1++1+2x*
Donc

y=+4J1+4+2x*—-1, Vx€eR

eme

4 Equations linéaires homogenes du 2° ordre

41 y'"+y=0
Equation caractéristique :
2+1=0

Donc

y = C; cos(x) + C, sin(x)

42 29" +y ' —y=0
Equation caractéristique :
224+421-1=0
1
A=148=9>0, 1=-1 etz
Donc

x
2

y = Cie ™+ Cye

43 y'"'—4y =0
Equation caractéristique :
M—-1=0
A>0 etA=%2
Donc
y = Cie ?* + C,e?*

44 y"—6y"+9y=0
Equation caractéristique :
A2—61+9=0
A=0, A=-3
Donc

y = (C; +C,) &3
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5 Equations linéaires non-homogeénes du 2°"° ordre

51 y"+y=x*—-1 (E)
Equation homogéne associée :
y'+y=0 (H)
La solution générale de (H) :
yg = Cycosx + C,sinx
On cherche une solution particuliere de la forme
yg = ax?+bx +c

(E) @2a+ax®*+bx+c=x*-1
s>(@-1Dx2+bx+QRa+c+1)=0

a—1=0 a=1
:{ b= @{H
2a+c+1=0 c=-3
Donc une solution particuliere de (E) : yg = x? — 3

Solution générale de (E) :
y=yy+yg=Cycosx +C,sinx +x?—3

52 2y"+y" —y=3cos(2x) —sin(2x) (E)
Equation homogéne :
2y" +y'—y=0 (H)
Solution générale de (H) :
yy = Cie ™+ Cze%
On cherche une solution particuliére de (E) de la forme
vg = asin(2x) + b sin(2x)

(E) > —8acos(2x) — 8bsin(2x) — 2a sin(2x) + 2b cos(2x) — a cos(2x) — b sin(2x) = 3 cos(2x) — sin(2x)
< (9a—2b+3)cos(2x) + (2a+9b — 1) sin(2x) =0

9 9b 3 ( ) 81)b 3 9 15 b 15 3
a — _ — _) — — = —-_ —— = - — = —_—= —
PN 9 1 o 2 2 2 PN 85 17
a+ Eb = E _ 1 9 b _ 5

=372 =71

Solution particuliére de (E) :
5 3
Vg = —ﬁcos(Zx) + ﬁsm(Zx)

Solution générale de (E) :

x 5 3
y=Ce*+Cre2 — ﬁcos(Zx) + ﬁsin(Zx)

53 y" —4y=13cos(3x) (E)
Equation homogéne :
y'—4y =0 (H)
Solution générale de (H) :
y = Cie ?* + C,e?*
On cherche yg de la forme
vg = acos(3x) + b sin(3x)

(E) = —9acos(3x) — 9b sin(3x) — 4a cos(3x) — 4b sin(3x) = 13 cos(3x)
{13a = —13 o {a =-1
13b=0 b=0
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54 y" -6y +9y=e%* (E)
Equation homogéne :
y"' =6y’ +9y =0 (H)
Solution générale de (H) :
y = (C; + Cyx) 3%
On cherche une solution particuliére de (E) de la forme

yg = g(x) e3*
(E) = g//eSx + 6g/eBx + 9geSx _ 6g/e3x _ 18g63x + gge3x — e3x
= g/l — 1
On prend
=7
Solution particuliére de (E) :
2
x
_ 7 3x
YVE 2 e

Solution générale de (E) ;

X2
y = C1+C2x+7 e3x



